ANALIZA FUNKCJONALNA I TOPOLOGIA

Lista 5 - Twierdzenie Banacha-Steinhausa

. Niech ¢gg bedzie przestrzenia liniowa ciagoéw (np. rzeczywistych), ktorych prawie
wszystkie (wszystkie za wyjatkiem skorniczonej ilosci) wyrazy sie zeruja, z norma
||z ||o- Niech bedzie dany ciag (7,,) operatoréw liniowych T, : coo — R postaci

To(z1, 9,23, ...) = nxy,

Uzasadni¢, ze ciag (7,,) jest punktowo ograniczony, czyli ze dla kazdego = € cqg
ciag (|1, (z)]) jest ograniczony, natomiast nie jest jednostajnie ograniczony, tzn.
ciag norm (|| 7}, ||) nie jest ograniczony. Poréwnaé¢ z Twierdzeniem B-S.

. Niech ¢ bedzie przestrzenia liniows ciagéw (np. rzeczywistych) zbieznych do zera
z norma supremum. Niech bedzie dany ciag operatoréw liniowych T, : co — ¢g
postaci

To(z1, 9,23, ...) = n(Tp, Tpst, .- .).

Sprawdzi¢, czy jest to ciag operator6w ograniczonych i zbadaé¢ czy rodzina {7, :
n € N} jest punktowo ograniczona i jednostajnie ograniczona.

. Niech beda dane ciagi funkcjonatow liniowych 7,,,S, : C.(R) — R (C.(R) to
funkcje ciaglte o nogniku zwartym) postaci

Tu(f) =n f(@)de,  Su(f) =n f(x)d

|z|<n |z|=n

Sprawdzi¢, czy sa to ciagi operatoréw ograniczonych i zbadaé, czy rodziny {7, :
n € N}, {S, : n € N} sa punktowo ograniczone oraz jednostajnie ograniczone.

. Pokazaé, ze przestrzeri wielomianéw jednej zmiennej (np. rzeczywistych) X =
R[z] z norma || f ||= max;|a,| dla f(z) = a,2™ + ... 4+ a1 + ao nie jest zupelna.
Wskazowka: Zapisujac f(x) = Z;io a;jx’ (ktadac o; = 0 gdy a;a’ nie ma w
f) zdefiniowaé ciag T,, € X* wzorem T,(f) = ap + ... + a,_1 i pokazaé, ze
jest on punktowo ograniczony, ale nie jest ograniczony jednostajnie i zastosowaéd
Twierdzenie B-S.

. Pokazac, ze jezeli (x,,) jest ciagiem w przestrzeni Banacha X (np. nad ciatem C),
takim ze dla kazdego ¢ € X* ciag (¢(x,)) jest ograniczony, to ciag norm (|| x,||)
jest ograniczony. Wskazowka: Zdefiniowaé ciag operatorow T, : X* — C wzorem
T.(¢) = o(x,) i zastosowaé¢ Twierdzenie B-S.

. Niech X,Y beda przestrzeniami Banacha oraz niech T,, € B(X,Y) dla kazdego
n € N. Korzystajac miedzy innymi z poprzedniego zadania, pokaza¢, ze nastepu-
jace warunki sa réwnowazne:

(a) ciag (|| 7. ]]) jest ograniczony,
(b) ciag (|| 7 (z)||) jest ograniczony dla kazdego = € X,
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(c) ciag (J¢(T,(z))|) jest ograniczony dla kazdego z € X i kazdego ¢ € Y*.

7. Niech * = (z,) bedzie ciagiem liczb zespolonych, takim ze dla kazdego ciagu
y = (yn) € ¢o (zbieznego do zera) zachodzi zbieznos¢ szeregu
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Pokazac, ze szereg > -, x, jest bezwglednie zbiezny, czyli ze x € (', stosujac
Twierdzenie B-S. Wskazowka: Zastosowaé¢ B-S do ciagu operatoréw T;, : ¢g — C
zadanych wzorem T, (y) = > 7, x;y; oraz pokazac, ze Y 7, |z;| <||T,[[< M.

8. Funkcja D,, : R — C okreslona wzorem

n
— E :eik:r

k=—n
nazywa sie jgdrem Dirichleta. Wyprowadzié¢ prosty wzor algebraiczny
sin(n 4+ 1/2)x

D,(x) =
() sin(x/2)
dla x # 0 oraz pokazaé, ze
lim | Dy (x)|de = 0o
n—oo 0

9. Szeregiem Fouriera rzeczywistej funkcji catkowalnej f na (0, 27) jest szereg

00 21

S(z) = Z ame™, gdzie a,, = — f(t)e ™ dt.
Jego obciecie jest dane wzorem

Sp(z) = Z A €™

Kladac f(z + 27) = f(z) dla x € (0, 27), pokazaé, ze

S, 27T/ F(O) Doz — t)dt

10. Niech X bedzie przestrzenig Banacha wszystkich rzeczywistych funkcji ciggltych
na [0, 27, dla ktorych f(0) = f(27). Pokazaé, ze operator T, : X — R postaci
1 2w
—/ f(z)D,(z)dx
0

Tn(f) - o

jest ograniczony i ma norme
1 27
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11. Korzystajac z zadan 8-10 oraz Twierdzenia B-S, pokazaé, ze istnieje funkcja f € X
(przestrzen z poprzedniego zadania), ktorej szereg Fouriera jest rozbiezny w x = 0.
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